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  أنشطة تذآيرية
  1نشاط

 للمتغير الحقيقي f حدد مجموعة تعريف الدالة العددية
  :في الحالات التالية

)/   أ ) 2
2 3

2
xf x

x x
− +

=
− +

)/      ب ) 1 2f x x= −  

)/   ج )
2

2 1
x xf x
x
−

=
−

  

  2نشاط

 معرفة على    دالة عدديةf    لتكن 
5 7;

2 2
− 
  

) و  )C 

  :منحناها آما في الشكل التالي

  
 على fحدد القيمة القصوى و القيمة الدنيا لدالة  - 1

المجال 
5 7;

2 2
− 
  

  

)استنتج أن  - 2 )5 7 17 5;
2 2 6 3

x f x− − ∀ ∈ ≤ ≤  
 

) - حل ميانيا أ - 3 ) 0f x ) -    ب= ) 0f x ≥ 

)حدد مبيانيا عدد حلو المعادلة  - 4 ) 1f x =  

  3نشاط
   I   / لتكنfبـةتغير حقيقي معرف  دالة عددية لم   

                  ( ) 2 2f x x x= −  

 في المعلم المتعامد الممنظم f منحنى الدالةfC و

( ); ;O i j
G G

  

) تأآد أن - 1 ) ( )21 1x f x x∀ ∈ = − −\  

) صورة المنحنى fCبين أن المنحنى / أ )C الممثل 

2xللدالة المعرفة بـ x→ بالإزاحة ذا المتجهة ( )1; 1u −
G

  

  

   و أنشئهfCحدد طبيعة / ب
   II /لتكنgة لمتغير حقيقي معرفتين بـ دالة عددي  

                  ( ) 2g x x x x= −  

  فردية دالة fبين أن  - 1
     fحدد جدول تغيرات الدالة - 2
) في المعلم المتعامد الممنظم gC أنشئ-3      ); ;O i j

G G 

  4نشاط
    دالة عددية لمتغير حقيقي معرفتين بـf        لتكن 

                  ( ) 2 1
1
xf x
x

− −
=

−
 

 في المعلم المتعامد الممنظم f منحنى الدالةfCو

( ); ;O i j
G G

  

  fD  حدد - أ - 1

) تحقق أن - ب ) 32
1

f x
x
−

= − +
−

  fD منx لكل

) صورة المنحنى fC بين أن- أ-2   )C الممثل للدالة 

المعرفة بـ
3x
x
−

) بالإزاحة ذا المتجهة → )1; 2u −
G

 

   fC أنشئ-        ب

) الدالة المعرفة بـ g نعتبر-3      )
2 1

1
x

g x
x

− −
=

−
  

  gة  و أدرس زوجيgD حدد -         أ

  gC أنشئ -         ب
  5نشاط

   لمتغير حقيقي معرفتين بـتين عدديتين دالgو fلتكن 

( ) 3 2
2 1
xf x
x
−

=
−

)    و   ) 2 1
1

xg x
x

− +
=

+
  

   gو fات آل من أعط جدول تغير - 1
 عناصرها إعطاء مع gC و fCحدد طبيعة  - 2

 المميزة
  التقديمأنشطة 
  ) دالة محدودة– دالة مصغورة -دالة مكبورة (6نشاط

   بـة  دالة عددية لمتغير حقيقي معرفfلتكن       

                                          ( )
2

2
2 1

1
xf x
x

+
=

+
  

) بين أن بين - 1 ) 2x f x∀ ∈\ ≺ 

) أن بين/ أ - 2 )1x f x∀ ∈ ≤\ 

)حل المعادلة/ ب )1x f x∈ =\  

) استنتج أن -3   )1 2x f x∀ ∈ ≤\ ≺  
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  )مقارنة دالتين( 7نشاط  
 الدالتين العدديتين للمتغير الحقيقي g و f     نعتبر 

)المعرفتين بـ ) ( ) 23 ; 3
2

xg x f x x x
x
− +

= = −
+

  

   fC و gC الممثلين لـ  المنحنيينf و g على 

  .م.التوالي في مستوى   منسوب إلى معلم م
 .gC و fCحدد تقاطع  - 1

 .gC و fCأنشئ  - 2

)المتراجحة حل ميانيا  - 3 ) ( )f x g x≥ 

)المتراجحة تحقق جبريا  من حلول  - 4 ) ( )f x g x≥
  )الدالة الدورية  ( 8 نشاط

   بـة  دالة عددية لمتغير حقيقي معرفfلتكن      
                                          ( ) ( )cosf x xπ=  

)بين أن  - 1 ) ( )2x f x f x∀ ∈ + =\ 

 على المجال fأنشئ جزء المنحنى الدالة - 2
[  f علما أن جزء جزء المنحنى الدالة−6;6[

]على المجال     آما يلي−1;1[

  
  )صورة مجال (9نشاط

  الشكل التالي يمثل دالة عددية معرفة على المجال
[ ]3;4−  

  
]بين أن / أ - 1 ] ( )3;2 1 4x f x∀ ∈ − ≤ ≤  

]ليكن /     ب ]1;4y∈  

)     بين أن المعادلة  )f x y=تقبل حلا في [ ]3;2−  

]استنتج أن /     ج ]( ) [ ]3;2 1;4f − = 

]حدد مبيانيا صورة المجال - 2 ] ثم −1;3[ ]2;4  

  )مرآب دالتين(10نشاط
ديتين للمتغير الحقيقي  الدالتين العدg و f     نعتبر    

)المعرفتين بـ ) ( )2 ;g x x f x x= − + =  

)أحسب  - 1 )3g و ( )6g و 
7
4

g  
 
 

ثم أحسب 

( )( )3f g و ( )( )6f g و 
7
4

f g  
    

  

 يمكن I منx بحيث لكل Iال حدد مج - 2
)حساب )( )f g x حدد ( )( )f g x لكل xمن I 

xالة التمثيل المبياني لد(11 نشاط x a→ +(  
 الدالتين العدديتين للمتغير الحقيقي g و f     نعتبر    

)المعرفتين بـ ) ( )1 ;g x x f x x= + =  

  g و fحدد مجموعة تعريف آل من الدالتين  - 1
 g و fأدرس تغيرات آل من  - 2
 أتمم الجدول التالي/ أ - 3
4  9

4
  

2  1  1
4

  
0  x  

            ( )f x 

)لجدول أنشئ مستعينا با/    ب )fC 

)بين أن المنحنى/ أ - 4 )gC صورة المنحنى ( )fC 

)بالإزاحة ذات المتجهة  )2;0u −
G

 

)أنشئ / ب )gC  

3xالتمثيل المبياني لدالة (12نشاط ax→(  
   بـة  دالة عددية لمتغير حقيقي معرفfلتكن      

                                          ( ) 32f x x= 

   فرديةfبين أن  - 1
 f و أعط جدول تغيرات fأدرس تغيرات  - 2
 أتمم الجدول التالي/  أ- 3       

2  3
2

  
5
4

  
1  1

2
  

0  x  

            ( )f x 

)أنشئ /  ب )fC  

ع نفس الخطوات مثل مبيانيا بالإتبا
)الدالة ) 3g x x= −  
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I – تذآير   

1/ A-الدالة الفردية- الدالة الزوجية   
  تعريف  -أ

   حيز تعريفهاfD دالة عددية لمتغير حقيقي و f       لتكن 

fD     fx من xلكل :    *   دالة زوجية اذا تحقق الشرطان التاليان  f  نقول ان *     D− ∈        

)     fD من xلكل           *                                                                       ) ( )f x f x− =     

fD     fx من xلكل :       *   دالة فردية إذا تحقق الشرطان التاليان  f إن نقول *      D− ∈                          

)     fD من xلكل                                                                                 *   ) ( )f x f x− = −     

   التأويل الهندسي-ب  
 خاصية 

) معلم متعامد ممنظم إلى منحناها في مستوى منسوب fC دالة عددية و fلتكن ); ;O i j
G G

  

  fCإذا وفقط إذا آان محور الأراتيب محور تماثل  للمنحنى دالة زوجية f  تكون - *
   متماثلا   بالنسبة  لأصل المعلمfC دالة فردية إذا وفقط إذا آان المنحنىf تكون - *

 تغيرات دالة  -2
 a-  تعريف  

  fD مجال ضمن I دالة عددية لمتغير حقيقي و f     لتكن 
1  إذا  آان I من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تزايدية علىfتكون  - 2x x≺ فان ( ) ( )1 2f x f x≤  

1  إذا  آان I من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تزايدية قطعا  علىfتكون  - 2x x≺ 
)فان ) ( )1 2f x f x≺  

1  إذا  آان I من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تناقصية علىfتكون  - 2x x≺ فان ( ) ( )1 2f x f x≥ 

1  إذا  آان I من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تناقصية قطعا  علىfتكون  - 2x x≺ 
)فان ) ( )1 2f x f x;  

b-معدل التغير   
   تعريف-   أ

  fD عنصرين مختلفين 2x و1x دالة عددية لمتغير حقيقي و fلتكن 

 العدد 
( ) ( )2 1

2 1

f x f x
x x

−

−
  .2x و1x بينf يسمى معدل تغير الدالة 

   معدل التغير و الرتابة-ب
  خاصية   

 و fD مجال ضمن I دالة عددية لمتغير حقيقي و f     لتكن 
( ) ( )2 1

2 1

f x f x
T

x x
−

=
−

 f معدل تغير الدالة 

  .2x و1xبين
I      0T مختلفين من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تزايدية علىfتكون  - ≥  
I   0T مختلفين من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تزايدية قطعا  علىfتكون  - ;  
I    0T  مختلفين من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل I تناقصية علىfتكون  - ≤ 
I   0T مختلفين من2x و1x إذا و فقط إذا آان لكل Iا  على تناقصية قطعfتكون  - ≺  

c -الرتابة وزوجية دالة   
   خاصية
fD مجال ضمن I دالة زوجية و f     لتكن 

} 0 بالنسبة لـ Iال مماثل   لـ  مجJو \∩+ }( )/J x x I= − ∈  

  .J تناقصية على f فان I تزايدية على fإذا آانت  -
 .Jعلى تزايدية  f فان Iعلى تناقصية  fإذا آانت  -

  
  

www.students.ma

www.students.ma



 4

  خاصية
fD مجال ضمن I دالة فردية و f     لتكن 

} 0 بالنسبة لـ I مجال مماثل   لـ Jو \∩+ }( )/J x x I= − ∈  

  .J تزايدية  على f فان I تزايدية على fإذا آانت  -
 .J تناقصية على f فان I تناقصية على fإذا آانت  -

fD  لدراسة تغيرات دالة فردية أو زوجية يكفي دراسة تغيراتها   على :ملاحظة
 ثم استنتاج تغيراتها على \∩+

fD
−∩\  

  دالةمطاريف  -3
   تعريف-   أ

  Iنعنصر م a و I معرفة على مجال  دالة عددية لمتغير حقيقيf     لتكن 
)إن  نقول -  )f a هو القيمة القصوى لـfعلى مجال Iإذا  آان ( ) ( )f x f a≤    x I∀ ) نكتب∋ ) ( )

fx D
f a Max f x

∈
=  

)  نقول ان-  )f aهو القيمة الدنيا لـfعلى مجال I إذا آان  ( ) ( )f x f a≥    x I∀ )   نكتب∋ ) ( )
fx D

f a Min f x
∈

=  

  خاصية -ب
a أعداد حقيقية حيث c و b و a ليكن  b c≺    دالةعددية لمتغير حقيقيf و ≻

] تزايدية على fإذا آانت  ];a b و تناقصية على [ ];b c فان f تقبل قيمة قصوى عند b  

] تناقصية على fإذا آانت  ];a b و تزايدية على [ ];b c فان f تقبل قيمة دنيا عند b 
/ B -دراسة بعض الدوال الاعتيادية   

  1-  الدالة الحدودية من الدرجة الثانية
    خاصيات     

) بـ\ دالة حدودية من الدرجة الثانية المعرفة علىf لتكن  ) 2f x ax bx c= + ) حيث+ ) 3; ;a b c 0a و \∋ ≠  

) حيث          β و αقيقيان حيوجد عددان *  ) ( )2f x a x α β= −    هذه الكتابة تسمى \من x    لكل +

       fالشكل القانوني للدالة

) هو صورة المنحنىfCالمنحنى *  )C 2 الممثل للدالةx ax→ المتجهة ذا بالإزاحة ( );u α βG
  

 * fC منحنى f    في معلم متعامد هو شلجم رأسه ( );α βΩ و محور تماثله المستقيم    ذا x α=  

 :ملاحظة
2
b
a

α = ) و− )fβ α=  

  
0a إذا آان - *   : فان;

+∞                   
2
b
a
−

                   −∞ x  

  
2
bf
a

 − 
 

        f  

   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

0aإذا آان *    : فان≻

+∞                    
2
b
a
−

                   −∞  x  

  
2
bf
a

 − 
 

        f  
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 2- الدالة المتخاطة
  

  الدالة المتخاطة المعرفة علىfلتكن 
d
c
− −  

 
)  بـ           \ ) ax bf x

cx d
+

=
+

0c  حيث  0ad و ≠ bc− ≠  

) حيث        λ وβو αتوجد أعداد حقيقية   *  )f x
x
λβ
α

= +
−

 من x      لكل 
d
c
− −  

 
\  

) هو صورة المنحنىfCالمنحنى   *  )C الممثل للدالة x
x
λ

) المتجهة ذا بالإزاحة → );u α βG
  

*  fC منحنى f في معلم متعامد هو هدلول مرآزه ( );α βΩ و مقارباه هما المستقيمان المعرفان بـ   

    x α= و    y β=  

    :ملاحظة
d
c

α −
    و =

a
c

β =  

  

0  إذا آان -  *
a b
c d

     فان ;

+∞                  
d
c
−

                   −∞  x  

              f  

   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

0  إذا آان -  *
a b
c d

     فان ≻

+∞                    
d
c
−

                −∞  x  

              f  

   
  

  
    
II–  الدالة المحدودة–الدالةالمصغورة –الدالة المكبورة   

  6نشاط/ 1   
  تعاريف/ 2   

  I جال  دالة معرفة على مfلتكن 

):    حيثM اذا وجد عدد حقيقي Iمكبورة علىf نقول إن - * )f x M≤ لكل xمن I  

):    حيثmقيقي  اذا وجد عدد حIمصغورة علىf نقول إن - * )f x m≥ لكل xمن I  

):    حيثm وM اذا وجد عددين Iمحدودة علىf نقول إن - * )m f x M≤   I منx لكل ≥

  خاصية
  I جال  دالة معرفة على مfلتكن 

):     حيثs اذا وجد عدد حقيقي موجب Iمحدودة علىfنقول إن  )f x s≤ لكل xمن I  

  تمرين 

 الدالة العددية للمتغير الحقيقي المعرفة بf نعتبر 
2 4( ) x xf x
x

+ −
=  
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  fDحدد  - 1

]بين أن الدالة مكبورة على  - 2 [2,  + ] و مصغورة على 2 بالعدد ∞ [2,  +   1 بالعدد∞

III– التأويل الهندسي -مقارنة دالتين   
  7نشاط/1  
  تساوي دالتين/ أ/ 2  

   تعريف-      
   مجموعتي تعريفهما على التواليgD و fDعدديتين و  دالتين g وfتبر  نع

fنكتبو  g تساويf إننقول g=آان و فقط اذا اذا  : *fD=gD و     * ( ) ( )f x g x=مهما آانتxمنfD   

  مقارنة دالتين/     ب
   تعريف-     

  I مجال دالتين معرفتين g وf نعتبر 

):      اذا آانI علىgأصغر أو تساوي fإننقول  ) ( )f x g x≤ مهما آانتxمنIنكتب f g≤علىI  

  التأويل الهندسي/    ج
     f g≤علىIيعني هندسيا أن منحنى الدالة f تحت منحنى gعلى I  
   الدالة السالبة-الدالة الموجبة/     د

  I مجال ة علىمعرفة  دالfنعتبر                

 *    fدالة موجبة على I  ( ) ; ( ) 0x f x∀ ∈Ι ≥ ⇔  

 *    fدالة سالبة على I  ( ) ; ( ) 0x f x∀ ∈Ι ≤ ⇔  

VI–  الدالة الدورية  
  8نشاط -1
        تعريف  -2

       موجب قطعا بحيث          T دالة دورية إذا وجد عدد حقيقي f       نقول أن 
; ( ) ( )f f fx D x T D x T D f x T f x∀ ∈ + ∈ − ∈ + =  

   fاصغر دور موجب قطعا يسمى دور الدالة .fلدالة  يسمى دور T       العدد 
  أمثلة

cosxالدالتان *  x→ و sinx x→ 2 دوريتان و دورهماπ          * الدالةtanx x→ دورية دورها π  

cosxالدالتان *  ax→ و sinx ax→)   0حيثa دوريتان و دورهما ) ≠
2
a
π

  

tanxالدالة *  ax→ ) 0حيثa دورية دورها ) ≠
a
π

  

  خاصية -3    
, فان          T دور f               إذا آانت للدالة  ( ) ( )fx D n f x nT f x∀ ∈ ∀ ∈ + =]    

  ملحوظة-4    
  :ه دورا  لها فانT دالة دورية و f     إذا آانت 

] على f يكفي دراسة الدالة • [0,fD T∩ أو  ,
2 2f
T TD − ∩  

  

; على fمنحنى الــدالة  يستنج  جزء  • ( 1)
2 2f
T TD nT n T− − ∩ + + +  

 من جزئ منحنى[∋n حيث 

,على
2 2f
T TD − ∩  

)  بواسطة الإزاحة ذات المتجهة );0u nTG
 . عدد صحيح نسـبيn حيث 

V– صورة مجال بدالة  
  9 نشاط-1      

  تعريف  -2      
  fD من مجال ضمن I دالة عددية  للمتغير حقيقي و f  لتكن 

) نرمز له بـf بالدالة I عناصر  صور هي مجموعة جميعf بالدالة I ال صورة المج )f I  

   ( ) ( ){ }/f I f x x I= ∈ 
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  :ملحوظة
    *    ( ) ( )/y f I x I f x y∈ ⇔ ∃ ∈ =  

 *   f دالة عددية  و I من مجال ضمن fD J مجال ضمن \  

        ( ) ( )/f I J x I y J f x y⊂ ⇔ ∀ ∈ ∃ ∈ = 

         ( ) ( )/J f I y J x I f x y⊂ ⇔ ∀ ∈ ∃ ∈ =            

VI– مرآب دالتين  
  10 نشاط-1   

  تعريف -2    
) دالتين حيث g و f  لتكن  )f gf D D⊂  

g  في هذا الترتيب هي الدالة التي نرمز لها بالرمز g و f مرآبة الدالتين  fDحيث لكل  fx D∈   

( ) ( )( )g f x g f x=D  

  

gمجموعة تعريف fD:  

                                  ( ){ }/g f f gD x D f x D= ∈ ∈D  

  تمرين    
)  لتكن  ) 2f x x x= ) و + ) 2 1g x x= −  

g  حدد  fD و f gDثم قارنهما    
g   على العموم : ملاحظة  f f g≠D D  

)   تمرين   ) ( ) 22 1 ; 2 3 1g x x f x x x= − = + +                     ( )
2

2

4 4 1
8 8 1
x xh x
x x

− −
=

− +
  

; حدد -1      ;h g g f f gD D D  
 

h حيث t حدد دالة - 2 t g= D  
f حيث l حدد دالة - 3      l g= D  

  رآيب دالتين و الرتابة م-  3   
) على  التوالي حيث gD و fD مجالين ضمن J و I دالتين وg و f  لتكن  )f I J⊂  

g فانJ تزايدية علىg و I تزايدية على f إذا آان -   fD تزايدية على     I  
g فانJ تناقصية علىg و I تناقصية على f إذا آان -   fD تزايدية على   I  
g فانJ تناقصية علىg و I تزايدية على f إذا آان -   fDعلى     تناقصية I  
g فانJ تزايدية علىg و I تناقصية على f إذا آان -   fD تناقصية على    I  

    تمرين
   الدالتين العدديتين للمتغير الحقيقي المعرفتين بـg و f    نعتبر 

          ( ) ( )2 1 ; 3 1g x x f x x= + = −  

f حدد تغيرات g و fباستعمال تغيرات  gDوg fD 

VI–   3تمثيل الدالتينx ax→ و  x x a→ +  

xالدالة  -1 x a→ + 
  11نشاط

  خاصية         
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f:    الدالة x x a→ ] معرفة و تزايدية قطعا على + [;a− +∞  

   

0a من أجل fCي نفس المعلم أنشئ ف: أمثلة  2a و= 1aو = = −  

  تمرين 

)رفتين بـ الدالتين المعg وf   لتكن  ) 1f x x= )      و + ) 2 1g x x= − +  

) و أنشئ f أعط جدول تغيرات -1          )fC  

  مرآب دالتين باستعمال g ثم حدد تغيرات الدالة gD حدد - 2 

3xالدالة  -2 ax→  
  12نشاط         
   خاصية         

  
) دالة عددية لمتغير حقيقي حيث f   لتكن  ) 3f x ax=و *a∈\  

0a إذا آان -  *   \ تزايدية  قطعا على f فان ;

  
  
  
*  - 0a ;  
  

0a إذا آان - *   \ تناقصية قطعا على f فان ≻
  
  
* - 0a ≺  
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