
http://arabmaths.ift.fr                                                                                Moustaouli Mohamed 

 الدوران
I-تعريف الدوران   

 1- تعريف 
 هو التطبيق α و زاويته O عددا حقيقيا الدوران الذي مرآزه α و P نقطة من المستوى الموجه O لتكن 
  : بحيثM' بنقطة Mالذي يربط آل نقطة   P نحوPمن

                           - 'M O= اذا آانت M O=  

                             - ( ) [ ]
'

; ' 2

OM OM

OM OM α π

=
 ≡

Mن  اذا آا O≠ 

) بالرمز α و زاويته O نرمز للدوران الذي مرآزه - * );r O α أو بالرمز  r  

) نكتبrان بالدورM تسمى صورة M' النقطة - * ) 'r M M=   

   M' إلى M يحولrنقول آذلك أن الدوران      
  مثال   

  و زاويته O الدوران الذي مرآزه r ثلاث نقط و B وA و O  لتكن 
6
π

   

  r على التوالي بالدوران B وA صورتي B' وA'  أنشئ
  الجواب  

  
   استنتاجات– 2 
  المثلث المتساوي الساقين)   أ

   - ABC مثلث متساوي الساقين رأسه Aمرآزه   يعني أن الدوران الذيA و زاويته ( );AB ACيحول B       

  Cإلى       

)   بحيث A مثلث متساوي الساقين وقائم الزاوية فيABCإذا آان  - ) [ ]; 2
2

AB AC π π≡ فان الدوران 

 و زاويته Aالذي مرآزه  
2
π

  C إلى B يحول 

) مثلث متساوي الأضلاع   بحيث ABC إذا آان -    ) [ ]; 2
3

AB AC π π≡الدوران الذي مرآزه  فان A و      

زاويته       
3
π

  C إلى B يحول 

  الدوران الذي زاويته منعدمة) ب 
)     ليكن  );r O αدورانا   

] إذا آان -    ]0 2α π≡ فان ( )r M M= في هذه الحالة    r  هو التطبيق المتطابق في المستوى   

    جميع نقط المستوى صامدة      
] إذا آان -     ]0 2α π≡/ فان النقطة الوحيد الصامدة بالدوران r هي مرآزه O  
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 ج) الدوران الذي زاويته مستقيمية
     ( ); Or O Sπ   O التماثل المرآزي الذي مرآزه OS حيث =

  
  
  
   الدوران العكسي-3 

)       ليكن  );r O αدورانا   

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

'
'

; ' 2

'
'

'; 2

OM OM
r M M

OM OM

OM OM
r M M

OM OM

α π

α π

== ⇔  ≡
== ⇔  ≡ −

  

( ) ( ) ( )' ' ' / ' ;r M M r M M r r O α= ⇔ = = −  

)  الدوران  );r O α− يسم الدوران العكسي للدوران ( );r O α 1 نرمز له بالرمزr−  

( )
( )

( )
( )

1

1

' 'r M M r M M
r O Or O O

−

−

 =  = ⇔  == 
  

   تطبيق تقابلي في المستوىr           الدوران 
   خاصية

)آل دوران  );r O αهو تطبيق تقابلي في المستوى   

)الدوران );r O α−ن العكسي للدوران  يسمى الدورا( );r O α1:   نرمز له بـr−  

  ارين تطبيقية تم
   مربعاABCDليكن  -1

  B إلى Dالتوالي ويحولان معا النقطة على  C وA الذي مرآزاهما 2r و 1r  حدد زاويتي الدوارنيين 

) مثلث متساوي الأضلاع   حيث  ABC ليكن -2 ) [ ]; 2
3

CA CB π π≡  

  C إلى B الذي يحول r حدد مرآز الدوران - أ
  rدد الدوران العكسي للدوران  ح-  ب

II-خاصيات الدوران   
  )الحفاظ على المسافة (  خاصية أساسية-1  

)       ليكن  );r O α دورانا و Aو B نقطتين   

      ( ) ( )' ; 'r B B r A A= =  

  
'     لنقارن  'AB A B=  

  
' و OAB   حسب علاقة الكاشي في المثلثين  'OA Bلدينا :  

2 2 2

2 2 2

2 .cos

' ' ' 2 ' '.cos ' '

AB OA OB OA OB AOB

AB OA OB OA OB A OB

 = + − ⋅  
 = + − ⋅  

  

)    و بما أن  ) ( )' ; 'r B B r A A= ):    فان= ) [ ]
'

; ' 2

OA OA

OA OA α π

=
 ≡

)     و ) [ ]
'

; ' 2

OB OB

OB OB α π

=
 ≡

    

   و لدينا من جهة أخرى

www.students.ma

www.students.ma



http://arabmaths.ift.fr                                                                                Moustaouli Mohamed 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

; ; ' '; ' '; 2

; '; ' 2

; '; ' 2

OAOB OAOA OA OB OB OB

OAOB OA OB

OAOB OA OB

π

α α π

π

≡ + +

≡ + −

≡

  

' ومنه  'AOB A OB   =     

2 و بالتالي  2 2' ' 2 .cosA B OA OB OA OB AOB = + − ⋅    

2 ومنه  2' 'A B AB= اذن ' 'A B AB=  
   خاصية 
   من المستوى نقطتينB وA دورانا و rليكن 

)إذا آان  ) ( )' ; 'r B B r A A= ' فان = 'A B AB=  

   نعبر عن هذا بقولنا الدوران يحافظ على المسافة
  

   تمرين
   مثلثان متساويا الأضلاع NAC  و MAB نقطتين خارج المثلث بحيث N و Mنعتبر .  مثلثا ABC ليكن 
  NB و MC قارن 

-III-نقط الدوران و استقامية ال  
  أ) صورة قطعة

]  لتكن  ]AB قطعة و 'Aو 'B صورتي A و B بدوران r  

]من  نقطة M  لتكن  ]AB و 'M صرتها بالدوران r  

] بين أن -1    ]' ' 'M A B∈  

AM بين اذا آان-2    ABλ=0 حيث 1λ≤ ' فان      ≥ ' ' 'A M A Bλ=  
  الجواب   

'  ومنه rبدوران  Mو  B و Aصور  M'و B' وA'لدينا      'MA M A= و ' 'MB M B= و ' 'AB A B=  
1- [ ]M AB∈ تكافئ MA MB AB+ =  

'                      تكافئ  ' ' ' ' 'M A M B A B+ =   
]                      تكافئ  ]' ' 'M A B∈   

]ليكن  -2 ]0;1λ AM  و ∋ ABλ=    

]ومنه  ]M AB∈ و 
AM
AB

λ=  

] و بالتالي  ]' ' 'M A B∈ و 
' '
' '

A M
A B

λ=   

' إذن  ' ' 'A M A Bλ=  
   خاصية

]  لتكن  ]AB قطعة و 'Aو 'B صورتي A و Bبدوران r  

] صورة القطعة  ]AB بالدوران r القطعة  هي[ ]' 'A B  

AMاذا آان ABλ=0 حيث 1λ≤ ' فان      ≥ ' ' 'A M A Bλ= حيث  ( ) 'r M M=  

  ة مستقيمور ص- ب
  r بدورانB و A النقطتين المختلفتين  صورتيB' وA' لتكن 

]بين أن   - أ )( ) [ )' 'r AB A B=  

)بين أن   - ب )( ) ( )' 'r AB A B= 
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  خاصية
  r  على التوالي بدورانB و Aي نقطتين مختلفتين  صورتB' وA'لتكن 

] صورة نصف المستقيم - )AB هو نصف المستقيم [ )' 'A B  

)صورة المستقيم  -  )AB هو المستقيم ( )' 'A B  

AM آانإذا -  ABλ=حيث λ ' فان      ∋ ' ' 'A M A Bλ= حيث  ( ) 'r M M=  

   المرجح و الدوران-ج
'Aو 'B و 'G صورالنقط A و B و Gبدوران r على التوالي و G مرجح ( );A α و ( );B β  

) مرجح G'بين أن  )';A α و ( )';B β 

 الجــواب  

G مرجح ( );A α و ( );B β ومنه AG ABβ
α β

=
+

  

'ث الدوران يحافظ على معامل استقامية فان       و حي ' ' 'A G A Bβ
α β

=
+

  

) مرجح G'      إذن  )';A α و ( )';B β  

  خاصية
'Aو 'B و 'G صورالنقط A و B و Gبدوران rعلى التوالي   

) مرجح Gاذا آان  );A α و ( );B β     فان 'G مرجح ( )';A α و ( )';B β  

   الدوران يحافظ على مرجح نقطتين
   الخاصية تبقى صحيحة لمرجح أآثر من نقطتين:ملاحظة
  نتيجة

 'Aو 'B و 'Iالنقط   صورA و B و Iبدوران rعلى التوالي   
] منتصفI إذا آان  ]AB فان 'Iتصف من[ ]' 'A B  

  الدوران يحافظ على المنتصف
  الحفاظ على معامل الاستقامية) د

         'Aو 'B و 'C و  'D صور أربع نقطA  وB و C و   Dبدورانr على التوالي و λ ∈  

CD حيث  ABλ=  
' لنبين أن     ' ' 'C D A Bλ=  
CD حيث Eطةنقال  لنعتبر    AE= و 'E صورة Eبالدوران r  

AE     و منه  ABλ= و بالتالي ' ' ' 'A E A Bλ=افظ على معامل استقامية النقط لان المرجح يح  
   CD AE= تكافئ [ ]AD و [ ]AE لهما نفس المنتصف   

]   و حيث أن الدوران يحافظ على المنتصف فان   ]' 'A D و [ ]' 'A Eتصف لهما نفس المن  

'   ومنه  ' ' 'C D A E=  
'   اذن  ' ' 'C D A Bλ=  

  خاصية 
λ على التوالي و rبدورانD   و C و B و Aصور أربع نقط D'  و C' و B' وA'لتكن  ∈  

CD إذا آان  ABλ= فان ' ' ' 'C D A Bλ=  
  افظ على معامل  استقامية متجهتين نعبر عن هذا بقولنا الدوران  يح

  تمرين
   مربعا ABCDليكن 

   متساوي الأضلاعABE المتساوي الأضلاع و داخله المثلثCBFننشئ خارجه المثلث 

;نعتبر الدورن
3

r r B π =  
 

) نقطة حيث G و  )r G D=  

  مستقيمية F و E و Dبين أن النقط 
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   الدوران و الزوايا-3
  خاصية أساسية) أ

  .  على   التوالي α زاويته rبدورانB و A صورتي B' وA'   لتكن 
OC نقطة حيث C لتكن  AB=   

)   لتكن  ) 'r C C= ومنه ' ' 'OC A B=  

  
  
  
  
  
  

) و بالتالي  ) ( ) [ ]; ' ; ' ' 2OC OC AB A B π≡  

) وحيث أن ) [ ]; ' 2OC OC α π≡ فان ( ) [ ]; ' ' 2AB A B α π≡  

  خاصية 
  α  دوارانا زاويته rليكن 

) فان  rبالدورانB و A صورتي B' وA'إذا آان ) [ ]; ' ' 2AB A B α π≡  

   نتيجة - ب

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

; ; ' ' ' '; ' ' ' '; 2

; ' '; ' ' 2

ABCD ABAB AB CD CD CD

ABCD AB CD

π

α α π

≡ + +

≡ + −
  

) إذن  ) ( ) [ ]; ' '; ' ' 2AB CD A B C D π≡  

A حيث rبدورانD   و C و B و Aصور أربع نقط D'  و C' و B' وA' لتكن B≠ و C D≠  

    ( ) ( ) [ ]; ' '; ' ' 2AB CD A B C D π≡نعبر عن هذا بقولنا الدوران يحافظ على قيا س الزوايا   

  تمرين

)و A مثلثا متساوي الساقين رأسه ABC  ليكن  )C نعتبر .  دائرة    محيطة بهM نقطة من القوس AB 
  

) و زاويته A الدوران الذي مرآزه rليكن  . Cالذي لا يحتوي   على  );AB AC.  

) نقط مستقيمية حيث C و M' و M  بين أن  ) 'r M M=  

   صورة دائرة بدوران-4
  خاصية

) صورة دائرة  );C RΩ بدوران  r هي دائرة( )';C RΩ حيث  ( ) 'r Ω = Ω  

   تمرين
) مربعا و ABCD ليكن  )C دائرة مارة من A و C . لتكن Q و Rنقطتا تقاطع ( )C مع ( )BC و ( )CD 

  على التوالي 

BQ بين أن  DR=       )  يمكن اعتبار الدورانr الذي مرآزه A و زاويته 
2
π

(  
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 تمارين و حلول
  1تمرين  

) حيث   A مثلثا متساوي الساقين فيABC      في مستوى موجه نعتبر ) [ ]; 2
2

AB AC π π=   

 و زاويتهA الدوران الذي مرآزه rليكن  . ABC   نقطة داخل المثلث Dو   
2
π

  

  r بالدوران D صورة D'أنشئ  - 1

)بين أن  - 2 ) ( )' ; 'BD CD BD CD⊥ =  

  الحل
 r بالدوران D صورة D'نشئ ن - 1

  

)بين أن ن - 2 ) ( )' ; 'BD CD BD CD⊥ =  

)لدينا  ) [ ]; 2
2

AB AC π π= و  ABCمثلث متساوي الساقين في A و منه  ( )r B C=     

)و حيث  ) 'r D D= فان 'BD CD=لأن الدوران يحافظ على المسافة   

)لدينا  )r B C=    و( ) 'r D D= و زاوية الدوران هي 
2
π

)  و منه  ) [ ]; ' 2
2

BD CD π π=  

) إذن ) ( )'BD CD⊥  

 
  2تمرين

) حيث Bوقائم لزاوية في  مثلثا متساوي الساقينABC      في مستوى موجه نعتبر );BA BC  زاوية   

] منتصفOلتكن  .ر مباشرةيغ   ]AC و E و Fنقطتين حيث    
3
4

AE AB= و  
3
4

BF BC=   .  

 و زاويتهO الدوران الذي مرآزه rليكن   
2
π

  

   أنشئ الشكل -1    

  r بالدورانB وA حدد صورتي -2    
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)نضع  -3 ) 'r E E= بين أن 'E F= استنتج طبيعة المثلث OEF  

  الحل
   الشكل - 1    

  

  r بالدورانB وAحدد صورتي ن - 2    

] منتصفO وB و قائم الزاوية في  متساوي الساقينلث مثABC      لدينا  ]AC ومنه ( ) ( )OB AC⊥  

OA      و  OB OC= =  

)     لدينا  ) [ ]; 2
2

OA OB π π≡ و OA OB=و منه  ( )r A B=  

)لدينا        ) [ ]; 2
2

OB OC π π≡ و OC OB=و منه  ( )r B C=  

E'بين أن ن - 1 F= ستنتج طبيعة المثلث نOEF  

( ) 'r E E= و ( )r A B= و ( )r B C= و 
3
4

AE AB= ومنه 
3'
4

BE BC=  

وحيث 
3
4

BF BC= فان  'BF BE= إذن  'E F=  

)ومنه  )r E F= و حيث r زاويته دوران
2
π

  O و قائم الزاوية في  متساوي الساقينلثمث OEF فان 

  3تمرين

) و A مثلثا قائم الزاوية في ABC         في مستوى موجه نعتبر ) [ ]; 2BA BC α ρ≡ و  r الدوران الذي 

  α  و زاويته Bمرآزه 
) حيث F وE  أنشئ -1      ) ( );r A E r C F= =  

) بين أن -2      ) ( )EF BC⊥  

) لتكن -3     ) ( ) { }AC EF I∩ ) و = )r I J= و ( ) ( ) { }AB IJ K∩ =  

   مستقيميةJ وF وE بين أن النقط -        أ
] منتصف E بين أن -        ب ]Ij  

) لتكن  -4      ) ( ) { }AB IJ K∩ =  .   

)  بين أن           )r K C=  
  

  الحل
        
) حيث F وEنشئ ن  -1      ) ( );r A E r C F= =  
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) بين أن -2      ) ( )EF BC⊥ 

)      بما أن       ) ( );r A E r C F= ) و = )r B B= فان  ( ) ( ); ;AB AC EF EB≡  

)               وحيث أن  ) [ ]; 2
2

AB AC π π≡ فان ( ) [ ]; 2
2

EF EB π π≡ ومنه ( ) ( )EF EB⊥  

)       لدينا  )r B B= و ( )r A E= ومنه ( ) ( ) [ ]; ; 2BA BE BA BCα π≡ ) و بالتالي ≡ ) ( )BC BE=  

)       إذن  ) ( )EF BC⊥  

   مستقيميةJ وF وEبين أن النقط ن -  أ-3    
) مستقيمية و A و C و I            لدينا  ) ( );r A E r C F= ) و = )r I J=  

   مستقيميةF و E و J      ومنه النقط 
] منتصف Eبين أن ن -        ب ]IJ  

)            لدينا  )r I J= و منه BIJ مثلث متساوي الساقين في الرأس B  

)             وحيث أن  ) ( )IJ EB⊥ لأن ( ) ( )IJ EF=ومنه ( )EBارتفاع في المثلث BIJ  

)              و بالتالي  )EB متوسط للمثلث BIJ إذن E منتصف [ ]IJ  

)  نبين أن  -4      )r K C=  

               ( ) ( ) { }AB IJ K∩ =  

)         لدينا  ) ( ) [ ]; ; 2BK BC BC BFα π≡ )  ومنه ≡ )BC منصف ( )KBF وحيث أن ( ) ( )EF BC⊥  

BF  ومنه Bوي الساقين في الرأس  مثلث متساKBF          فان المثلث  BK=  
)               وحيث  أن  )r C F= فان BC BF=و بالتالي BC BK=  

) لدينا إذن                 ) [ ]; 2BK BC α π≡ و BC BK= ومنه ( )r K C=  
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